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Corrigés des exercices de 4.28 à 4.35 4.35 L J) 4.28 q * Jjja. 



Exercice 4.28 : 

Soitv a la vitesse de précipitation de la pluie par rapport au sol, v la vitesse de la pluie par 
rapport au véhicule et v , la vitesse de la voiture par rapport au sol : 



Représentons les trois vecteurs puis appliquons la loi des sinus: 

La vitesse de précipitation de la pluie par rapport à la voiture au repos est: 



sinlO° sin90° 



sinlO 0 

v = v 

a sin90° '' 



v - 1 7 , 4 km J f 



La vitesse de précipitation de la pluie par rapport à la voiture en mouvement 
est: 



V r _ V e _ 


sin90° 

v — 1 * 




sin90° sin80° 


'' sin80° e 


? 



v. — 1 1 1km. h 




Exercice 4.29 : 

1/ l’équation horaire de la chute de la balle p 

z = --^gt 2 + h->( 1 ) 




£0 

rapport au repère fixe est : 

Cv 



La distance parcourue par la voiture avec une vitefte constante au cours de la durée t 
est :x' = vt— »(2) 4 n4 -tïl 

z ' est la hauteur dans le repère mobile lié àM§ voiture et qui est la même que la hauteur z 
mesurée dans le repère fixe z . 

Par élimination du temps entre les équations horaires (l) et (2) on obtient l’équation de la 
trajectoire de la balle par rappor^au repènrïHobile : 
x' 

t = — => 
v 

2/ La distance parc ouru e par le véhicule avec un mouvement uniformément varié au cours 
de la durée t est : 

r { I x ' = ~^ a e t 2 — > (3) 

En éliminant le temps entre les équations (l) et (3) on obtient la trajectoire de la balle par 
rapport au repère mobile : 

V 2 2x’ 

t = 

a e 

Nous avons représenté sur la figure ci-dessous la trajectoire pour chaque cas. 



z = z' = — — x'+ h 
a. 



: la trajectoire est une droite. 



\z — z — 



2v 






: la trajectoire est une parabole. 
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Exercice 4.30 : 

Nous étudions le mouvement 
sont indépendantes du temps. Voir figure. 
1/ Le vecteur position : 




OM =r = f ' = r.ü„ 



,, le vé’eteuf vitesse relative : 



v.. = r.u, 



et le vecteur accélération relative : 



a,. = r.u.. 



2/ La vitesse d’entraînement, c'est-à-dire la vutsse des deus axes Oxy mobiles par 
rapport au plan fixe est OXY : t / ; 




0 0 



Ve = rd.ün 



L’accélération d’entraînement, c'est-à-dire l’accélération des deux axes Oxy mobiles par 
rapport au plan fixe OXY est : 

. cl '()()' 



dO'M dœ —7Y7 

, +a> a + a O M 

dt~ dt dî 



dO'M 

dt 



côaO'M 
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ü„ = 



d 00' 



dt 2 



■ + a> 



aIûôaO'M ) +—aO'M 
V ’ dt 



cd Acô a O'M = 9m„ a rd.üo = -rd 2 ü. 
dû) 



dt 



a O'M 



u r -u g u_ 

0 0 9 

r 0 0 



rdlln 



a„ = -r9 2 i 7„ + r<9iL 



3/ L’accélération de Coriolis : 
de = 2(b AV r =2. 



u r ~u g u, 

0 0 G 

r 0 0 



4/ La vitesse absolue, c'est-à-dire la vitesse de M par rapport au plan-âXrfïîxe est : 




V = V, + V r 



v.. = + r9.ü. 



est : 



L’accélération absolue c'est-à-dire l’accélération deM par rapport au plan fixe OXY 



a, = a + a,. + a. 



ï a = [r - rè 2 ).i7 f + ( rÔ + 2 rÙ).ü 6 



❖ Remarque : Si on veut faire les calculs par Rapport au repère mobile, on utilise la 
base , en remplaçant ü etü 0 dans les résultats des vitesses et 

des ’ accélérations auxquelles itmis sommes parvenues part7 ( . =i.cos9 + j.sinO 
et ü g = -i . sin 9 + j . cos 9 . r b, :i \ - 



Exercice 4.31 : r \, 

1/ Expression du vecteuîposttion par rapport au repère mobile OX'Y' : 









r = r.i 



r = 



2 ^ 
~ at +r 0 



■u.. 



Ÿ =U r 

On dérive 1^ v^ctep^position dans la base mobile pour obtenir le vecteur vitesse 
relative : 



v„ = r = at.u„ 



* 



Expression du vecteur de la vitesse d’entraînement : 



- dOO' _ — - 

Ve = f CO A O M 



dt 



dOO' 



dt 

m = cok = co.ü 



0 (0 = 0 ') 



Ve = CÔaO'M 



U r 

0 



~Ug U z 

0 œ 



1 7 

— at~ + r n 0 0 



(\ \ 
— at 2 +r n 
2 0 



cou, 
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Expression du vecteur de la vitesse absolue : 




Le sens et la direction du vecteur de la vitesse absolue (voir figure ci-dessous) est 
donnée par : 
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La direction du vecteur accélération absolue est tirée de la figure ci-dessus : 




L’abscisW; au cours de la durée î , le point M balaie l’angle -cot , et sa position est 



n 



définie par ^angle 6 = - — - œt ; Pendant le même temps le centre du cercle parcoure la 



distance OA W vt 



Donc : jc = OA ' + x M . 



OA ’ = v.t = Rcot 



x M = R.cosO 



cos 0 = cos 

f 
V 



f n ^ 






X 


l 2 ; 






— 



cos 



n 

œt 

2 



-sin co.t 

L’ordonnée : de la figure (a) on voit que : y = R + y M 



R(œ.t - .sin co.t) 
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y = R + R. sin <9 



sin 



f n ^ 

ÙO. t 

V 2 y 



-COS CO.t 



y = R(l- .cos oot) 



La trajectoire est la courbe décrite par l’extrémité du vecteur position OM au cours du 
temps. Il est défini par les équations paramétriques : 

x = R[cot -sm cot) 

OM < y = R (l - cos cot) 
z = 0 

La représentation graphique de ces équations paramétriques nous conduit à une cycloïde 



2/ La vitesse absolue du point M est : 






dOM_ 

dt 



v_ < 



\x = v x = Rco( 1 - cos cot) 
y = v v = Rco sin oot 

i ^ i 



Z = V. 




_ dOM n v r _ V ' V 

v a = = Rco [l- cos cot). i + Rcosmcot.j 

dt 



Le module du vecteur vitesse absolue est : Tn r r 

v a = yj x 2 + y 1 +z 2 ; v a = */[f?<y(l-cosûtf)]~ + \Rcosmcot\ 



v a = J 2 R 2 or (1 -cos col) 



v„ = Rco 



1 - cos cot 



’.sin 2 - 



= Rûo^I.2 

y 



^ . 2 

sin“ — 

2 



v = 2 Rco 


. cot 


sin — 


a 


2 



| v « / 

Pour déterminer la direction d,u vecteur vitesse absolue il suffit de calculer l’angle a 
comprise entre l’axe f ffi. . c’est-à-dire le vecteur unitaire/ , et le vecteur v a (voir figure b) ci- 
dessous. Pour ce faife on fait appel au produit scalaire : 

vvJ = v a .i.cosa = x 

i = v a .cosa => v a .cosa = 2 Rco cos cot) 

■ x = 2Rco[\- cos cot) 

Par substitution on obtient : 



far 



cot 



2Rco.sin—.cosa =f?<u(l-cosu>/) 



En continuant les calculs on obtient la valeur a : 

. „ . cot „ „ . 2 cot .an 

2A.sin — . cos ce = 2fv.sin — => cos a = sin — 
2 2 2 



cos a = sin 


f 

a- 1 — 




n cot 

=> a - 1 — = — , 


a = 


n cot 




l 2 j 




2 2 




~2 ~2 



cos a = cos 



{-a) 



La vitesse relative est la vitesse absolue du point M par rapport au référentiel 
mobile XML’ , donc : 
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V,. = ■ 



dAM 

dt 



Commençons par les coordonnées du point M dans le repère X 'A Y' : 

-R. sin cot 



x M = R. cos 6 = R. cos 



( n ^ 

cot 

2 



y M = i?sin6* = R. sin 



v 

f n ^ 



= -R. cos cot 



cot 

V 2 y 

En dérivant les deux coordonnées par rapport au temps on obtient les composantes de la 
vitesse relative : — 



x M = —R.coscost 



y M = -R.co. sin cot 



Le vecteur s’écrit alors : 



-R.co s cos t.i — R.co. sin cot. j 



Etsonmodule: v r = J(R.coscost) +(R.co.sincot ) 



v„ = Rco 



La direction de la vitesse relative : on utilise la même méthode que celle qui a été utilisée 
pour obtenir la direction du vecteur vitesse absolue. 

Sur la figure (b) ci-dessous, on voit bien que l’angle emcfB^tiok est l’angle compris entre v 



et i : 



v r .i = v,./'.cos (i 
v r . cos (5 = x M = - Rco cos cot 

v r 

- cos cot = cos {n -cot) | 



=> COS P = - cos cot 



:n questioi 

19 



P = n -cot = 2a 



3/ la vitesse d’ entraînements, . Regardons la figure (b) ci-dessous (en se basant sur 
quelques propriétés géométriques). Dans un cercle l’angle au centre est égale au double de 
l’angle dont le sommet esf'situé sur la circonférence de ce cercle ^2 M' A' M = 2a j . v est 
tangent à la trajectoire qœulaire au point M . 




De la figure (b), il vient : 

v = v - v 



= + f 2 -2v fl .v,..cosa 
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mt 



. mt 



4R 2 m 1 sin 2 h R 2 co 2 -2Rm.2Rmsin—cos 

2 2 



n cot 



cos 



( n cot ^ 



. cot 
sin — 
2 



v„ = R co = v 



V 2 2 y 

La vitesse d’entraînement est égale à la vitesse de translation du centre du cercle par 
rapport au repère fixe XOY , ce qui est tout à fait logique. v e est parallèle à l’axe OX . 



Exercice 4.33 

1/ Nous partant du vecteur position en coordonnées polaires dans le repère X ' O ' Y 
OM = r = r' = r.ü r 
r = r 0 (cos cot + sin cot ) 



= r 0 (cos cot + sin cot).ü r 



La vitesse relative : dans le repère mobile, le vecteur unitaire ü est jjpnsf|||t. 
v„ = r.ü,. 



= r 0 m(-sinmt + co§mt).ü 



r = /g (cos cot + sin cot ) 

Pour calculer la vitesse d’entraînement, nous faisons intefffenir iervecteur de rotation cb : 




En utilisant la loi de composition des vitesses, on peut en déduire la vitesse absolue : 

V„ = V+ V r - 



= r 0 ry(cos cot + sin cot) ü e + r 0 ru(- sin cot + cos cot ) i 



Calculons le module de cette vitesse pour vérifier q’il est constant : 



= r 0 co^2 = Cte 



Quant à la jffleu^relatl^e : 

a,. = r.ü„ 



a,. = n,co 



(cos cot + sin cot) i 



L’accélération d’entraînement est déduite de l’expression générale vue en cours en 
éliminant les termes nuis : 



unir 



d~00' _ _ ——7 dm — - ■ 

a = m a m aO M + a O M 

e dt 2 dt 



a„ = m a m a r 



Calculons le produit vectoriel double : 



v e = m a r ' = m a r = r 0 m (cos mt + sin mt).ü 6 



a„ = m a r n co 



)(cos mt + sin 



—u a 



U z 

0 0 m 

0 r 0 m (cos mt + sin mt) 0 



a e = -r 0 m 



( cos mt + sin mt)i 



Calculons à présent l’accélération complémentaire en appliquant la formule : 
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Clc = 2ü) A V r =2. 



= 2 r 0 co 2 (-sinntf + cos cot)i 



u r -u g u z 

0 0 co\ 

jCO (- sin cot + cos cot) 0 0 

Nous en déduisons l’accélération absolue à partir de la loi de composition des 
accélérations : a a = a e + a r + a c 

Après les calculs nécessaires on trouve l’expression de l’accélération absolue : 



= 2 r 0 co 2 [(cos cot + sin cot) ü r + (-sin cot + cos cot) i 



Vérifions que son module est constant : 



a a 



^ 2r.fi) 1 ^2 = Cte 



Exercice 4.35 : 

1/ Le vecteur position de la mouche dans le repère mobile (aiguille 



r = v.t..u„ 



che d 









OM = r = r.ü r 

Les expressions de la vitesse et de l’accélération de la ipetuche dans le repère mobile : 
remarquons que 0 <0 Ù = co <0 , ceci est du au sens négatif dans lequel progresse 
l’aiguille des secondes. 4 |j ii ’ 

v M = r = v.ü r + vt.ü, 



■ ( -co).i 





V 








II 

i 


\co\ 


M g 


• 


J \ w 







a M =r = v.u r -v \co \.u e -vt\co\.u 




Ÿ u = -vco t.ü r - 2v 



col 



■U, 



ü g = -{-co).ü r , ü r = (-4v 

2/ Calcul des coordonnées 0 M , x M (j%^Consignons les résultats dans le tableau suivant : 

0,2 10_2 (JL\ ^ n ( J! \ 

v = = (mis) : co = — = — rad / 5 ) 

/r f\ o v L r r\ o c\ v / 



60 



m 30 



ï-2 



' 1 1 OA r n . 10- n 

x,. = vt eps cot = .tcos — .t : y,. =vtsmoot = .tcos — .t 

M |3 30 M 3 30 



*{ s ) | \ 


0 


15 


30 


45 


60 


0 M =-cot (rad-s 1 ) 


0 


-n 12 


- n 


-3jt/ 2 


-2 n 


e 

n 

*-+. 


0 


-5.10 2 


10.10 2 


15.10 2 


20.10 2 


X M 4 


0 


0 


-10.10 2 


0 


20.10 2 


y M {\ 


0 


-5.10 2 


0 


15.10 2 


0 



Voir la représentation graphique c-dessous. 

3/ Pour représenter la vitesse et l’accélération de la mouche par rapport au repère 
mobile, il faut calculer d’abord leurs deux modules respectifs aux temps prescrits : 



>5 

II 


t = 60s: 


v M = v.ü r - v.t.co.üg 


a M = -vco 2 t..ü r -2 vco.ü g 


v r =0,33.ü r ; v g = -\,57.ü g 


d r = -0, 22. u r ; â e = -,01.ü g 
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Nous avons pris comme échelles le module de la vitesse radiale pour représenter la vitesse ; 
et le module de l’accélération transversale pour représenta raccélération. 

• 4t»A 

Exercice 4.36 : J+, 



1/ A partir de la figure ci-dessous, on écriy®feamression du vecteur position dans le repère 
fixe OXY : , 



OM = 00' + 0'M 

Durant le temps? , l’angle balayé par î^phint A par rapport au repère fixe est 6 - cot . 

L’angle que balaie le Joint M durant le même temps? par rapport au repère 
mobileO'X’f est égale aussi à<9 = cot/, mais par rapport au repère fixeOXf il balaie 
l’angle 26 = 2 cot . 

La vitesse et l’accélération du point par rapport au repère sont la vitesse et l’accélération 
absolues. r rR 4 

En se basanf sur la figure ci-dessous : 



00 ' = R c gêwt.i + R sin cot.j 



O'M = Rcoslcotf + R sinlœt.j 



OM = (Rcoscot + Rcos2cot)i + [R sin cot + R sin2 cot) j 



Par dérivations successives deOM on obtient la vitesse et l’accélération absolues : 



dOM 



v, = 



dt 



v a = -Rco(sincot + 2sin2cot)i + iü<u(cos<u? + 2cos2<u?)y — > (l) 



a„ = 



dVg 

dt 



ï a = -Rco 2 (coscot + 4cos2<y?)z - Rco 1 (sincot + 4sin2<y?)y — > (2) 
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O'M = x'.i '+ y'.j ' = R[cos œt:i j ') 



La vitesse et l’accélération du point M par rapport au repère mobileO'XT' sont la 

vitesse et l’accélération relatives. En dérivant le v^teurO’M deux fois successives on 
obtient la vitesse et l’accélération relatives : 



a, = 



dO'M 

dî 

gjV 



f?<»(-sin cot.i ’+ cos œt.j ’) 



a r , = -Ror (cos cot.i '+ sin œt.j ’) 



Ecrivons maintenant l’ expression du^écteur position dans le repère fixeO’XT à partir de 
la figure ci-dessus : 



O'M - x.ï + y.j = R (cos 2 œt.i + sin 2 œtj ) 



La vitesse et l’accélération par rapport au repère OXY . 



ATTENTION ne faut pas dériver deux fois de suite le vecteur O’M afin d’obtenir la 
vitesse et l’ accélération relatives par rapport à OXY . C’est cette erreur répondue qu’on doit 
éviter ! ! 

îffiUS devins faire appel à la relation 4.57 (voir cours) 

dÔM dÔO' .dî' .dj' ,dk' ^,dx' -,,dv' r ,dz' 

= + x — + y — + z' + i ' — + j'— + k' — 

dt dt dt ’ dt dt dt dt dt 



-,dx' -,dv' r.dz' 

i ' — + j'— + k' — 

dt dt dt 



A partir de la figure nous pouvons désigner : 

i ' = cos œt.i + sin œt.j ; x ' = R cos œt — » x ’ = -i?<z>sin œt 

j ' = - sin œt.i + cos œt.j ; y' = Rsinœt — » y' = Rœ cos œt 
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Après substitution, nous obtenons : 

v r = [cos cot.i + sm cot. j}. (-Rco sm cot) + (-sin cot.i + cos cot.j) (Rco cos cot) 

( \ 



v = -2Rco. sin cot. cos cot.i + Rco 



— sin2 œt 
2 



-snre# + cos cot 

V COS 2 (Ol J 



J 



A la fin, la vitesse relative du mobile M par rapport à OXY est : 



= Rco (~sin2 cot.i +cos2 cot.j) — » (3) 



L’accélération relative du mobile M par rapport à OXY n’est pas égale à la dérivée de v 
par rapport au temps. Il faut utiliser la relation 4.59 (voir cours). -dCr 

Jy' 



2 . 



d x' -t d v' r<d~z 
a.. = i — + j' — ’— + k' 



dt 



i ' = cos cot.i + sin cot.j 



dt 



R cos cot 



dt 






j ’ = -sin cot.i + cos cot.j ; y ' = R sin cot — > y ' = ~mp~ sin cot 



En remplaçant on obtient : > 

a r = (cos cot.i +sin cot.j} (-Rco 1 cos cot) + (-sin cot4 + cos cot.j) [-Rco 1 sinryt) 

a r = [-Rco 2 cos 2 cot. i - Rco 2 cos cot sin cot.j ) + [fao 2 Éi\^wt.i - Rco 2 cos cot sin cot.j ) 



r 



a.. = -Rco" 






cos 2 cot - sin 2 cot 

cos 2 œt 



i - Rco 2 2 co s cot sin cot .j 



A la fin l’accélération relative du mobile M par rapport à OXY est égale à : 



a r = -Rco 2 [cos 2 (ot.i + sin 2 cot.j) — > (4) 



3/ a / La vitesse d’entraînement, en utilisant la loi de composition des vitesses est : 

( 1 )"( 3 ) = v e =v fl -v r |>' 

v e Rco [sm cot + 2 sm2cot)i + Rco [cos cot + 2 cos 2cot)j ]- Rco[-sm2cot.i +cos2cot.j} 



| - -Rco [sm cot + sm2cot) .i + Rco (cos cot + cos 2cot).j 



b/ L’accélération relative en appliquant la loi de composition des accélérations est : 

1 f ’ ^ d 2 ()()' 



2 /, . 



a„ = 



dt 2 



di ’ dj' d k 

- + jc '— - + y — — + z' 



dt 2 



dt 2 



dtr_ 

o 



00 ’ = R. cos cot.i + R sin cot.j 



d~00 ’ 

dt 2 



-Rco 2 . cos cot.i - Rco 2 sin cot.j 



i ' = -co 2 cos cot.i - co 2 sin cot.j ; x' = R cos cot 

j' = co 2 sin cot.i - co 2 c os cot.j ; y’ = R sin cot 
En remplaçant on obtient : 

a e = [—Rco 2 .cos cot.i - Rco 2 sin cot.j ) + R cos cot [-co 2 cos cot.i - co 2 sin cot.j ) + 

R sin cot [co 2 sin cot.i - co 2 c os cot.j ) 
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D’où l’accélération d’entraînement du mobile M : 



-Rœ .cos œt - Rœ' 



-sin 2 œt + cos 2 œt 

cos 2 cot 



i - Rot 



sin cot + 2 sin cot.c os œt 



— sin 2 cot 
2 J 



-Rœ 1 . ( cos œt + cos 2œt ) i - Rœ 1 ( sin œt + sin 2œt ) j 



Déduction de l’accélération de Coriolis ou accélération complémentaire : 

a „ = 2 



dx'.di ' dy'.dj ' 



dr 

ou à partir de la relation 4.59 : 

à a =â r +à r +à c 

Le résultat est le même. 

i ' = -œ sin œt.i + œ cos œt.j ; x ' = -Rœ sin œt 
j ’ = cos œt.i - œ sin œt.j ; y ' = Rœ cos œt 



d c =2 
a, =2 



dx'.di ' dy'.dj 



= a,. + ci. + a. 




a = 2 



dt 2 dt 2 

Rœ sin œt(-œ sin œt.i + <z>cos œt.j ) + Rtpcps œt (-<z>cos œt.i - œ sin œt.j} 
2\jlœ 2 .sin 2 œt.i - Rœ 2 .sin œt cos œt.j tUlœ 2 . cos 2 œt.i - Rœ 2 . cos œt sin œt.j ] 

r \ 

v 



Rœ 2 . 



sin 2 œt- cos 2 œt 



1 - 2 R or . sin cot cos cot . j 



- co s cot J 






_ 



— sin 2 cot 
2 



a c = -2 Rœ 2 (cos2<u/./ + sin 2 œt.j j 



Il faudra vérifier le résultat par le calcul direct a a = a r + a r + a c 

4/ Introduisons à présent le vecteur de rotation œ = œ.k . nous utilisons la loi(4.72) 
démontrée en cours pour calculer les deux composantes de la vitesse d’entraînement : 



_ dOO' _ 

v = i-o a O M 

e dt 






v e = -Rœ. sin œt.i + Rœ. cos œt.j + 



i -j k 

0 0 œ 

Rcos2œt Rsin2œt 0 



v e =-Rœ.sinœt.i + Rœ. cos œt.j - Rœ.sin2œt.i + Rœ.sin2œt.j 



= -Rœ .( sin œt + sin 2 œt) .i + Rœ. (cos œt + sin 2œt).j 



Nous utilisons la formule (4.73) démontrée en cours pour trouver l’accélération 
complémentaire ou accélération d Coriolis : 
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4-uuûil jaJ) 



a c =2cô a v r => a c = 2 
= -2Ror .cos2œt.i 



i ~j 

0 0 

-Rœ.sm2œt Rœ. cos 2œt 

-2Ror .sm2cot.j 



a c = -2Rof .( K cos2oot.i +sm2œt.j ) 



k 

(O 

0 




A.FIZAZI 



Univ-BECHAR 



LMD1/SM ST 







